
Modeling High-Dimensional Index Structures using
Sampling

�

Christian A. Lang
Department of Computer Science

University of California
Santa Barbara, CA 93106

clang@cs.ucsb.edu

Ambuj K. Singh
Department of Computer Science

University of California
Santa Barbara, CA 93106

ambuj@cs.ucsb.edu

ABSTRACT�������	��
��������
�������������
��! #"$�	��%�"	���	
& ��'���)(*����(*+,������
��� $�������-�
�*��".�/(��102
3��
&
&�)4*�	�-4��� $
1�54��	
&0������� $�7698�:,�)���.�*
��;"	�<"	����
3�-���
%�����4��=�	
> $�*%?(@�����*
��5 #"$�	��%�"	���	
& &AB�7"3�� C0��7".�-�D"	�E(��=0�
<
?F�%&��
&�9"
%��� #"G4��	
1�*��%�"	�����H"	
&%.(��*�JI9�*
& >�K�-��"	(*
& $
) #"$�	�*%�"	�*�	
� &8MLB�	
�0����-�� 
"	
�%?(*����I9��
& N
&�7"	(�
��;�� $ $����
������7�K�-�	���7"O6G���P"	(*
C�*��".�<�-�;�=�	
C����"
��4�4*����%1������
�"	�5(*����(*+,������
��� $�������-�Q���=".��8SR5
/4��	��4��� $
>"	(�
��* $

���T 	����4��������>"	�<4*�	
&�*��%�"U"	(*
C��������
��V���W��%&%&
& $ $
1�X�����*
?�E4��-�-
& 
���*�	�������GI��*
��$6X
���
&%&��"	���-�Y8/Z*����4����������� [�����*
�4�
&����
&�9"\�-�W"	(*

������
&�� $�������-���7"O63�-����4*�	
& $
��	0�
& B%&���� #"	
��	 ^]_(���%?(C�� ^����4��-�$".����"B�K�-�
�	
�4*�	
& $
&�9"	�����/ $`2
�]T
&�5���=".��8�R5
34*�	
& $
���"[�>��
&�*
��.�-�^�����*
&�a�K�-�

� #"	���b�="	�����b"	(�
C�����*
��G4��-�-
3���162���*"V�� $�����> 	�-��4*�����*�/�����G $(��1]
(*�1]S"	�\%&�-��4�
&�� 	�="	
T�'�-�D
��$�	�-�	 &8aR5
W"	(�
&�3�-��02
Q�-������4���
&��
&�9".�=+
"	���-���-�c�����^�����*
&�������*
��B�	
& #"$�	��%�"	
1�3��
����-�$6[�- $ $�*��4*"	�����* ^�-���
 $(*�1]d"	(���"^�7"D4�
��$�K�-�	�� a]T
�����
&02
&��������
��B"	(�
& $
W%����� #"$�.������"	 &8^ea�$+
�	���	 D�=�	
W���������b�-���-���["	(*
T�=02
��.�-���*4*�	
1����%?"	���-��"	����
T�� ^��4�"	�Q"O]D�
���.�*
��	 B�����b�-�-���7"	����
D��
&���1]"	(�
D"	����
^�'�-�B�*�������*�����V�-����4*�	�-�������
"	(*
U�'�*���f������
��b]_��"	(*����"N 	����4���������8

1. INTRODUCTION�g�����	�-
����*�C��
��V�-�D�����*
��E #"$�	�*%�"	�*�	
� U�'�-�;(*����(*+,������
��� $�������-�
�*��".�@(��102
E��
&
��h4*�	��4��- $
1�h���h4*�	
&0������* <69
&���	 5i j�A\k9A�l1m�A;n�o�A
j�m�Afn�p�AYl&q*Acn�q*A�r�A�p�A�j-j�st8_uT(*
& $
;�����*
��< #"$�	�*%�"	�*�	
& Q(��102
U�*�7vc
��$+

���"B%.(��=�.�-%�"	
?�	�� #"	��%& D�-������4�"	������w&��"	�����3 #"$�.�="	
&����
& &A2�b�-`������N"	(*
&�7�
��������6� $�� G����F3%&���7"18xuT(�
X�����*
?�*
&�y(�����(�+O������
&�� $�������-�V����".�� $
�"	 
�=�	
[�-�� $�<�*�7F�%&�*��"_"	�b�����-�76�w&
;��
&%1���� $
;�-�a"	(*
&�7�Q������+t"$�	��0����-�z�*�� #+
"$�	���*�*"	�����b���b(�����(b������
��� $�����* &8^�N P�;�	
& $�*�7"T�-�c"	(*�� P%&����4*��
�����",69A
"	(*
Q�*
&02
����-4���
&�9"B���c�����*
&�� B"	�\4*�	
1����%?"^"	(*
_4�
��$�'���	�b�-��%�
Q���c���*+
��
��< #"$�	��%�"	���	
& W(��� W��
&
&�> $���1]{�-���/����F3%&���7"18PZ��*%?(<�����*
��� _�=�	

����4����$".�-�9"[��
&%1�-�* $
<"	(*
�65�-�����=]|�� ;"	�E�-���-�76�w&
b #"$�	
&����"	(� ��-���
]D
1�-`��*
& $ $
& Q�-�a������
��< #"$�	��%�"	���	
& &8^�N�*�-"	(*
��Q�-4*4�����%1��"	�����E�=�	
1�C�� 
"	(*
3"	���*���*���-�Q���}������
��X #"$�	��%�"	���	
�8��~���- #"�4*�	
&�*��%�"	�����}������
&�
]D���*�J�5�-�����=]~�* U"	�/
&0-�-�����="	
��*�7vc
��	
���";4����.����
�"	
��	 �������`2
3 $4����7"$+
"	���*�3 #"$�.��"	
&��69A*�*����
&�� $���-�� W #"	�-�	
&�>���>"	(*
U�����*
?�fA����_4��-�-
\ $��w&
& .�
� R}�-�	`!4��=�$"	���-���76� $��4*4��-�$"	
1���96{�-�.����"	 }�W�D�Q+,�-�2k�n-m�k9l�Ab:$:$Z9+�-r2k-k�l&q2n>�K�	�-��"	(�
[�U�="	���-�����DZ�%&��
&��%�
3���-�����*��"	�����)�-���X�96G�U�� :#�D�Q���1]T���.��o-o�+	l1��l�8

Permission to make digital or hard copies of all or part of this work for
personal or classroom use is granted without fee provided that copies are
not made or distributed for profit or commercial advantage and that copies
bear this notice and the full citation on the first page. To copy otherwise, to
republish, to post on servers or to redistribute to lists, requires prior specific
permission and/or a fee.
ACM SIGMOD 2001 May 21-24, Santa Barbara, California, USA
Copyright 2001 ACM 1-58113-332-4/01/05 ... � 5.00.

]_�7"	(��-�*"Q�	
1�-���76G(��10������3"	�b���*���J�/"	(*
\�����*
?�����E���� $`c8N�V�*%&
\"	(�

��
& #"<4��=�.�-��
�"	
?�>%����C�*������"	���-�y�� >��
�"	
��	������
&�fAT"	(*
/�'�*���N�����*
?�
%1������
U���*����"18
� �-�	
>��
&�*
��.�-���769A^"	(�
<4*�	���*��
&��]D
>"$�$6}"	�E $�-��0�
/%1������
>�*
?+

 $%��	����
1���� W�'�������1]_ &�
�T�K�-�?�5���G�'���9�$�-�K���b�?�.���?���?�T�<�����? ?¡b¢P£- $¤-¥�£1�2�-�D�-���<�

�2�-¦§�-���?¦��P¢a���-¦T�'�N¦K�����-�-�? #�1�9�������3¨?�? [£O©\�K���9�$�\ª��1�9�C�2�	�.�?�	�&�?�
 $�$�����K 	�$�>¦§£>�$�9�	����¦,�[¦K�*�C�����? ?�§�?�2«

R}
[]_�����^%&�-��%&
&�9"$�.�="	
C���5���=".��+§4��=�$"	��"	���-�������>�����*
��������< $%.(�
&��
& 
��
& $4�
&%��J������6C"	(�
W¬a� � Z�4����7"P�\.+t"$�	
&
;i j-q�s'�^�-���C��
1�=�	
& #"P��
&����(������
���V�U�WI��*
��	��
& Q���G"	(*�� Q4���4�
��18_®V�1]D
&02
��1A��-�*�Q]T���	`�%1�-�E���� $�>��

�-4*4�����
1�>"	�C�.�����-
;I��*
��	��
& Q�-���>�-"	(*
��Q�����*
?�*���*�C $%.(�
&��
& &8
R}
^%&���-���!"	(���"z4�
��$�'���	�b�-�*%&
D4��	
1�*��%�"	�����[�-�*(����-(*+,�*����
&�* $���-�����

������
��\ #"$�	��%?"	�*�	
& ¯(��- z"	�W".��`2
D $4�
&%���°�%D4��	��4�
��$"	��
& ¯����"	(*
D�*��".�- $
?"
�-����"	(�
;�����*
?�� #"$�	��%?"	�*�	
[���9"	�<�-%�%&���*��"18VLa�	
&0����-�� \��4�4��	�2�-%.(�
� 
�����*
��P�*��".�� $
�"[�-���)������
������*�/ $%.(�
&��
["	�9�/ $����4����� #"	��%1�-���76y��
-8 ��8
�96<�- $ $�*�����*�3�*��".�C�*���7�'���	����",6<�-���> 	I9���=�	
1�>������
��b4�����
& .�W�����
�- C���	
& $���7"1A^���-���W����G(�����(�+,�*����
&�� $���-���-�D $
�"$"	�����*8XR}
b��
&����
&02

"	(��="[ 	�-��4��������>�� ["	(*
C�	����(9"��-4�4��	�2��%?(5]_(*
&�}4��	
1�*��%�"	�����/(�����(�+
�*����
&�* $����������������
��C #"$�	�*%�"	�*�	
� &8^uT(�
_4*�	
1����%�"	�����b�����*
&��]T
Q4*�	
?+
 $
&�9"W���>"	(*�� T4���4�
��W°��	 #"W 	����4���
& T"	(*
U���=".��A����*���J�� W�������*�J�="	�*�	

������
��@�����
&���-�$69AB�����@"	(�
&�@�* $
& C"	(*�� ������*
?�}"	�)4��	
1�*��%�"�"	(�

4�
��$�K�-�	�b�-�*%&
<�-�_"	(�
b�-�	���-�����-�W������
��} #"$�	�*%�"	�*�	
-8)Z�����%&
�"	(*
<����+
�*
?�34�����
& P%&���9".�������K
�]T
��T4������9"	 D����
W"	�; 	�-��4���������A2"	(�
?63 $(*�	���*`
 $������(9"	�7698¯R}
_��
&02
&����4��'�-�	�������- B"	�U%&�-��4�
&�� 	�="	
T�'���P"	(*�� ^ $(*�	���*`�+
�-�-
�8
Z����*%&
[]D
C�* $
C�<���=".�< 	����4���
�A�"	(�
;�	
1���B����".�<�*�� #"$�	������"	�����E�� 

%1��4*"	�*�	
&��I9���7"	
B]T
&����8^Z����*%&
P]D
T���*���J�U"	(*
D����������"	���	
P�����*
��U]_�7"	(
"	(�
Q 	�-��
V�-�������	�7"	(��|�* $
1���'�-�D"	(�
Q���*+,���� $`C�����*
��cA9"	(*
N������
��������
 $%.(�
&��
G�� /%&�-4*"	���	
1�hI9���7"	
�]T
�����8~®V�1]D
&02
��1AQ"	(�
G $�b������
��>"	(�

�b�-���b��
&�����$6��10������J������
�A�"	(�
Q $�b�-����
��T"	(*
N 	����4���
V(��- D"	�[��
V���
�-�.��
��T"	���102������%&�� #"	�76b:#±��{�-4�
��.��"	�����* &8P�W"P"	(�
Q 	�-��
_"	����
�A9"	(�

4*�	
&�*��%�"	�����G��%&%&���.�-%�6/�*
&%?�	
1�- $
& _]_�7"	(G�*
�%��	
1�- $���*�� 	�-��4���
U $��w&
-8
:O�X"	(�
� $
&%������}4����$"[�-�W"	(*
�4���4�
��1A¯]T
�"	(*
��	
��'���	
b $(��1]|(*�1]

��
&�����$6[�	
� #"$�	��%?"	���-�� ^%1�-����
W�=02
?�	%&����
W�96����������*���*�V"	(�
W���������=+
"	�*�	
N�����*
?�b���> $
&02
��.���c4�(��� $
& &8^uT(��� _%1���>��
U $
�
&�/�� Q�[%&�-��4*�	��+
���� $
W��
�"O]D
&
&���U���1]W+,I9���-���7"O6�����"B���- #"P4*�	
&�*��%�"	�����3���f�U��
&���-�$6�+
���� $
1�@�-4*4*�	���-%.(YA^�-���}��(����-(*+,I9���-���7"O6)����"[ $���1]|4*�	
1����%?"	���-�@�-�
�b�*�� $`9+§���- $
&�X��4�4��	�2�-%.(Y8NR}
;4*�	
� $
&�9"V"O]D��"	
&%?(*����I9��
& _�'���\4*�	
?+
�*��%�"	���*�E"	(*
��-�	���������-�W������
��}4��-��
� C���@4�(��- $
& &8)�����C
1��%?(}"	
�%?(�+
����I9��
-AD]T
��*
&02
����-4S%&�- #"��'���	�C������ b"	�)
& #"	���b��"	
/"	(*
/:#±���%&�- #"
����%&���$�	
1�@�'�-���*�7vc
��	
&�9"���
&�����$65 $��w&
� &A_���=".�- $
�"� $��w&
� &A_�-�������7+
��
&�* $���-�������7"	��
& &8UR5
� $(*�1]�"	(��="U����"	(E"	
�%?(*����I9��
& N���	
���
�"O]D
&
&�
���*
\�-���<",]T�C���.�*
��	 _���¯�b�-�-���7"	����
N�'�- #"	
��Q"	(����>��
1�� $�*�	�����["	(�

4�����
Q�-%�%&
& $ $
& B]_�7"	(b�U�*�� $`9+§���- $
&��������
��c8auT(�
_
���4�
��	����
&�9".�����	
?+
 $���7"	 B $(��1]�"	(��="B���*�^������
&�*4��	�=0�����
& a(�����(C4*�	
1����%?"	���-���-%�%&�*�.��%�6
]_(�����
G�="�"	(�
/ 	����
>"	����
b�	
1�*�*%&�����E"	(�
/4��	
1�*��%�"	���-�S%&�- #"��K�	���



(*�����	 /"	� $
&%&�����* &8 �V����%&�-��4����	�� $�-�H]_�7"	(!4*�	
1����%�"	�����H"	
&%?(�+
�*��I��*
& V���- $
1�E���G"	(*
��*���7�'���	����",6G�� $ $����4*"	���-�)������"	(�
;�K�.��%�".�-�
������
&�� $�������-���7"O6) $(��1]_ \"	(��="["	(*
& $
b�-4*4*�	���-%.(�
& [���	
��*�-"[ $���7"	
1�
�K�-��(*����(*+,������
��� $�������-�W�*��".��8@uz�G"	(�
<��
& #"��-�N�����3`����1]_��
1����
�A
"	(*
��	
��� b���)�-"	(�
?�<"	
�%?(*����I9��
>"	(���"b�-��0�
& b�� $
��K���Q4�
��$�'���	�b�-��%�

4��	
1�*��%�"	���-�� W�'���V(*���-(*+,�*����
&�* $�����������	
1�-�z����".�� $
�"	 &8
uT(*
_4��-4�
?�P�� ^�-�	���-����w&
&�<�� ^�K�������1]_ &8D:,�bZ�
&%?"	���-�bnN]T
_4��	
& $
&�9"

 $�-��
G�	
&%&
&�9"<]T�-�	`d���HI9��
?�$6S%&�- #"�4��	
1�*��%�"	�����fAU�����y���7vc
��	
&�9"
��4�4��	�2�-%.(�
� 3�-�N�����*
&�������E"	(�
>���=".��8@Z�
&%�"	���-�SjE�*�� $%&�* $ $
& ������
���- $��%/4��	
1�*��%�"	���-�d������
&�D]_�7"	(��-�*"���
&�����$6)�	
� #"$�	��%?"	���-�� &8dZ�
&%�+
"	���-�5q< $(��1]_ \(��1]��	
& #"$�	��%�"	
1�E��
&�����$6�%1���5��
3�-�����	
& $ $
1�X�-���
Z�
&%�"	�����CmW����02
& ¯ $�-��
P
?�*4�
?�	����
���".�����	
& $�*��"	 z���- $
&�;�-�[�	
&�-�9(����-(*+
������
&�� $�������-�f���=".�- $
�"	 &8DZ�
&%�"	�����>p����� $%&�� $ $
& W $�-��
U��4�4�����%1�="	���-�� 
"	(���"> $(��1] "	(�
G�� $
?�'�����*
& $ >���[���*�b"	
&%.(��*��I��*
�8!R}
E
&����]_��"	(
 $�-��
\%&���*%&���������*�C�	
&�b�=�	`� W����Z�
&%�"	���-�Ek�8

2. RELATED WORKuT(*�� C $
&%�"	���-�d���� $%&�� $ $
& C4*�	
&0������* []D�-�	`}���}"	(�
<�=�	
1�G�-�Q4�
��$+
�K�-�	�b����%&
<4*�	
1����%�"	�����@�-�N������
��5 #"$�	�*%�"	�*�	
� &8XR5
�]_�����T���	�2������w&

"	(*�� C���� $%��� $ $�������%&%&�-�.��������"	��"	(�
3]T�&6)"	(*
3"	
&%?(*����I9��
& \������
&�
"	(*
;���=".��8PuT(�
U°*�	 #"_ $
�"Q�-�^�-4*4*�	���-%.(�
& Q�- $ $�*��
& _���*���K�-�	���7"O6<���
"	(*
<����".��Aa"	(�
b $
&%&�-���} $
�"������*
��� ;"	(�
b�*��".�G�� $���*�G���������-�T4���+
�.����
�"	
��	 &A�"	(�
V"	(*�7�.�> $
�"_������
&�� _"	(*
\���=".�������	
V°��*
�+§�-�.�-���*
1�*�76
]_�7"	(3���9%1����4����.�-��
?"	
��	 &A9������"	(*
D�'�-�*�$"	(C $
?"P�* $
& ^�U���=".�V 	�-��4*��

�� _�[������
&��8aR}
_]_�����f $
&
Q"	(���"D"	(�
& $
V�-4�4��	�2��%?(*
& W4*�	�-�-�	
& $ $��02
&�76
������
&�9�_�����	��
?�a�����C��
?�Y�����*��".�Q�*�� #"$�	������"	���-�� ¯�����	
^�-%&%&���.��"	
&�7698

2.1 Uniform Data Models� �- #"����["	(*
G]T�-�	`S�- $ $�*�����*������7�K�-�	���7"O6d%&���*%&
&�9"$�.��"	
� /���
�_+t"$�	
&
�+§����`2
>�����*
��@ #"$�	�*%�"	�*�	
� &8uT(�
>���- $��%>�J��
1�E�� 3"	�G°*�	 #"�
& #+
"	���b�="	
/"	(�
E�102
��.����
G $(��-4�
G�-�\�-�y������
���4�����
E�-����"	(*
G�102
��$+
����
XI9��
��$6�	
&�-�����YAN������"	(*
&�S%&�-��%&�����="	
X"	(*
G�102
��.�-�-
E���*�C��
��
���T������
��E4�����
& \���9"	
��	 $
&%?"	
1�)�96�"	(*
3I9��
��	��
& &8CuT(�
[°��	 #"\`��*�=]_�
��������6� $�� ��-�N�_+§"$�	
�
& �]T�- 3�-��0�
&���6}���-���-�*"	 $�� �
?"��-��8hi7l&j�sQ����"
]T�- ��	
& #"$�	��%�"	
1�"	�5�-��
�+,�*����
&�* $���������_���=".��8y:,�S�X����"	
��b4��-4�
��1A
� ����
&�f�-���>���������*"	 $�- �i7l&��sY4*�	
& $
&�9"_��%&�� #"_������
&�c�� $�����C��%&�-�*+
%�
&4*"� $������������"	� � ����`2�1]_ $`��_ $���� C"	�X4*�	
1����%�"3"	(�
>�����C��
?�C���
���� $`��-%�%&
& $ $
& V�K�-�N"O]T��+,�*����
&�� $���-���-�z���=".��8_�_�$6��3
�"V�-��8;i n=sa�-��0�

���*
?".�-����
1�{��������6� $�� ����C�N� I9�*
��	��
& >�K�-�G�*��%.`2
�"	�������-���y`9+O��+
"$�	
�
C������
��G #"$�	��%?"	�*�	
& U���*%&�����*���*�>���-�����*���$6G
?vc
&%�"	 &8[®V�1]T
�02
��1A
"	(*
�6��- $ $�*��
/"	(��="�"	(�
>���*�C��
��C�-�;�*��".�X4������9"	 ��-�	�1]_ b
���4��-+
�*
&�9"	���-���76�]_�7"	(�"	(�
�������
&�� $�������-���7"O6]_(���%.(d�b�&6�*�-"�(*�������K�-�
�	
&�-�^���=".�- $
�"	 &8��D
��	%.(9"	�����E
�"\���t8<i q-s^4��	
& $
&�9"\�b%&�� #";������
&�z�K�-�
l?+§�V� I9�*
��	��
& W����(�����(�+,�*����
&�� $���-���-�c $4��-%&
�8PuT(*
�6<
& #"	���b��"	
V"	(*

4��-�-
3���162���*"U��6G�- $ $�������*�<"	(���"U"	(*
C $4���%&
3�� V�	
&%��*�	 $��02
&�76E $4����7"
���G"	(�
;����������
��t�*��
\"	��"	(�
;�*���7�'���	����",6��� $ $����4�"	���-���W���9"	���Y"	(*

�	���-(�"U���*�C��
��N�-�D4�����
& U�� U�	
1��%?(*
1�f8[uT(*
3I9��
?�$6� $(���4�
C�� \
& #"	�7+
�b�="	
1�b��63
1I9����"	���*�["	(*
V4*�	�-������������",6�"	(��="_���*
&����(����-�	������4������9"
�� �]_�7"	(����S"	(*
��V�Q+, $4*(�
��	
/�-�U"	(*
GI9��
��$6�4������9"�]_�7"	(S"	(�
/02���7+
�*��
\�-�a"	(*�� _ $4*(�
��	
�8TuT(�
;4�����
;4*�	
&�*��%�"	�����G�� Q%&����4*�*"	
1�>�-�2�����
�96G�* $����� � ���*`2�1]_ $`��a $���� &8VR5
&��
��V
�";�-��8bi j�j=s^����02
��< $�����������
��������6� $�� ��-���X
���"	
&���E"	(�
3������
&�a�'�����9+§�V�|I��*
��	��
& ;�-���)�����	

�-
&��
?�.�-�z4��-�-
\��
&�-��
�"$�	��
& &8
uT(*
D�-�*0-�-�9".�-�-
P���*"	(*
^�-���=02
^�����*
&�� f�� Y"	(���"f"	(�
?6\���	
P $����4���
�A

�	
&I��*�7�	
<�-���76}0�
��$6)�K
�] 4����.����
�"	
��	 b������`�
b"	(*
b4��-�-
b%1�-4��-%&�7"O6��?A
�����3�=�	
W�	
&����"	��02
&�76C�'�- #"^"	�\%&����4*�*"	
�8¯uT(�
_���� 	�-�*0-�-�9".�-�-
_�� B"	(��="
"	(*
;�����7�K�-�	���7"O6>�- $ $�*��4*"	�������*�9
& N���-"Q(*�����/�'���N�	
1���a�-���/(����-(*+
������
&�� $�������-�����=".�N�����;��
1���� ¯"	�N�����;4*�	
1����%?"	���-���	
& $�*�7"	 a���;"	(�
� $

%&�- $
& &8PuT(��� T $(*�-�$"	%&�-�������[��
&��"	�[4��=�.�-��
�"$�	��%Q�����*
&�� D�*�� $%&�� $ $
&�
�*
���"18

2.2 Globally Parametric ModelsuT(*
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3. SAMPLING-BASED
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4.1 The On-Disk Index TreeuT(*
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4.2 Predicting in Phases
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4.4 The Resampled Index TreeuT(*
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(a) Upper tree leaf pages before growing (b) Upper tree leaf pages after growing
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